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(TN1,T叫：= dimc(C[X, Y]/ (cf> N1, cf>叫．
定理 2.1(Hurwitz). 曲線 TN1,TN2がintersectproperlyであるための必要十分
条件は，自然数N1応が平方数でないことである．更にこのとき，その交点数は
4N心— t2




のSL2(Z)同値類の数であって， exi+ ex~ とexi+ ex1四十 ex~ に同値な形式は
それぞれ重複度 1/2と1/3で計上したものである．
この定理の証明は [3]または [9]([9]の証明では [2]の結果を用いる）を参照せ
ょ．また， T凡，TN2をJP'lX JP'l上のサイクルとみなしカスプでの交叉重複度を計
算することによる別証明が[5]で与えられている．
ここで，上の交点数は曲線TNをモジュラー曲線の積Y(l)x Y(l) = (C x (C上
の代数的サイクルとみなしたときの交点数である．そこで，本稿ではモジュラー








t(T) = q― 1 十 ~a』n
n=O 
をもち（ただし Tは上半平面lHIを動く変数で， q:= e21r"仁 H とする），それが定
める Xo(M)の因子がdiv(t)= (0) -(oo)となるものを取る．このようなtは一
意に定まり，更に Dedekindエータ関数T/(T)の積で明示的に書けることが知られ




的(M¥t(E,C), t(E', C')) := IT (t(E, C) -t(E{, crn 
[f,E(,C;] 
ただしここで (E,C)は合同部分群fo(M)に対するレベル構造付き楕円曲線とす
る．すなわち， CはEの位数M の巡回部分群である．また [J,Ei, Ci]は，合同
部分群r。(M)に対するレベル構造付き楕円曲線 (Ei,CDと，次数Nの同種写
像f:Ei→ E'であって J(CD= C'なるものの組(!,EDの同値類とする．ここ
199
Table 1: r。(M)に対する Hauptmodult. 
M t M t 
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T/T/(27)12 4 ry(9T)） 3 
3 10 
TJ(T 3ry(5T) 
T/T/(3T7)8 12 ry(2T)i'T/lOT) 3 
4 12 
TJ(T (4T rJ(6T)2 
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6 16 
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7 18 
rJ(T (6T rJ(9T) 






で， 2つの組(Ji,E1, C1), (h, E2, 凸）が同値であるとは，ある同型g:E1→ E2 
であって Ji=h 0g,g(C1) =らを満たすものが存在することとする．
この叫信(M)に対し，以下の定理が成立する：
定理 2.2(M, 2018). (i) NがM と互いに素なら，呪訊(M)(X,t)はZ[X,t]内
の対称多項式である．そこで，このとき心信(M)(X,t)が定める t(Yo(M))x 
t(Yo(M)) 上の代数的サイクルを T~o(M) と着く．
(i) M と互いに素な正整数Ni,的に対し， 2 つの代数的サイクルT~~(M)'T~~(M)
がintersectproperlyになるための必要十分条件は，自然数N1N2が平方数
でないことである．更にこのとき， t(Yo(M))x t(Yo(M))上の交点数は
(T闊(M). T~~(M)) := L (T闊(M). T~~(M))(xo,Yo) 
(xo,Yo)Et(Yo(M))xt(Yo(M)) 
L L d-HM 4N心— x2
疇，呼く4N心 dl(N,,N戸） ( d2 ) 
と表される．ここで交叉重複度 (T~~(M) . T~~(M))(xo,Yo) は以下の式で定義
される：
(T闊 (M)·T~~(M))(xo,Yo) := dimcC[[X -Xo, Y -YolJ/(<I>位~(Ml,(砂心(M))
また，類数H叫D)は以下の式で定義される：
炉 (D):= L . — ,―一ヽ l , ヽ呵•









IHI2 = { Z = X + Y✓ 可 EM2(C) I tZ = z,Y > O}を2次の Siegel上半空間
とする．また， E戸(Z,s)をSp2(Z)c M4(Z)に関する次数2のSiegelEisenstein 
級数とする．ただしここで sは複素数とする．
犀 (Z,s)を定義する級数はRe(s)>½ の範囲で広義一様収束し， sについて
全平面に解析接続される．また， E~2)(z,0)は島上の滑らかな関数で， Fourier
展開
均 (Z,0) = L C(T, Y)e2n:y"=Itr(TZ), Z = X + Y J=I
TESym2(Z) 

















if V := L ordpD 2 」=0
if v~l 
この節では，モジュラー多項式心訊(M)が実際に多項式になることと，モジュラー対








この tro(M) N について，以下の補題が成り立つ．
命題 3.2.正整数NがM と互いに素であるとき，以下が成立する：




(iv) IP覧(M¥X,t) =且的靡(X,t) = ad=且b<d(X -t (a了）
特に，叫信(M)(X, t) E Z[X, t]が成り立つ．また， NflNなる正整数凡に
対し ¥[Jro(M)(Xt)はがo(M)













(ii) tN(T) := t(NT)とおくと， C上の 1変数関数体C(t,tN)はモジュラー曲線






Table 2: 小さい M,Nに対するモジュラー多項式
屯r'o(M) N 
X4 -X叩— 72炉Y2 -900X3Y -72X2炉+2s422x2Y2 -
294912炉 Y-900XY3 -294912XY2 -16777216XY + Y4 
x6 - xs朽ー 226021320X5Y4 - 256122862563480X5Y3 
-31298355995833670720炉 Y2-954325239073593568474830X5Y 
+480X4Y5 + 6409763520X4戸+1506162672564480X4Y3 
+51392022681804939270½4戸+ 512792264635738861076480X4Y 
-26280Xデ— 27297299520X3Y4 - 1142420172039180X3Y3 
-9253863460236165120炉 Y2 - 25782171526594906030080X3Y 
+196480Xゲ+13441732620Xが+74539825889280½2戸
+ 107537987083960320X予+62128267366320046080X2Y -
90630XY5 -201195520XY4 - 73484206080XY3 
8246337208320XY2 -281474976710656XY + Y6 
x3 -x2Y2 -24炉 Y-24XY2 -729XY + Y3 
X4-X3Y3-24X…-132X3Y -24Xが—762X… -6144X2Y
-132XY3 -6144XY2 -65536XY + Y4 
X3-X…-12x2Y — 12XY2 -125XY + Y3 
xしいY3-18X3Y2-81炉 Y-18炉 Y3-414炉 Y2-2250X2Y -
81XY3 -2250XY2 -15625XY + Y4 
4 交点数
命題4.1.正整数N1,J¥らはM と互いに素であって，自然数N1凡は平方数でないと
する．このとき， 2つのモジュラー対応の交点(t(To),t(T6)) = (t(E, C), t(E', C')) E 
虔(Mlnr畠(M)に対し以下が成立する：
(i)楕P3曲線E,E'は虚数乗法を持つ．




=三#{(Jiふ） lkE→ E'is an isogeny of degree Ni, fi(C) = C'}/ ~. 
eT6 
ただしここで (h,f叫~(f{, 且）であるとは，同型 g:E → Eであって











=~dimc(C[[X -t(To),T -T~]]/(<I>邸~(M)'q>⑬~(M)) 
e袷
と表される．命題 (iv)より，この値は
~aふーN苫弘<d,, dimc(C[[X-t(To),T-T~]]/ (X -t (釘7d;b1) , X _ t (a2Td: b2)) 
t(ro)=t(王）
に等しい.i = 1,2に対し t(To)= t('!:.. 舟~)が成り立つとき，
t (a1Td; b1) -t(To), t (四Td:b2) -t(To) 
のT=祐での零点の位数はそれぞれ閏，閉であるが，仮定より N1N2は平方数
でないので，闊＃閉である．従って交叉重複度は










• [To] E Yo(M)であって， mが虚二次無理数であるもの
• [E,C]であって，楕P3曲線Eが虚数乗法を持つようなもの
• [Q]ro(M)であって，正定値二変数二次形式Qがprimitive(すなわち， Q=
[a, b, c]と書いたときに a,b,cの最大公約数が 1)なもの
また，この対応により [To],[E, C], [Q]r0(M)が対応するとき，
1 1 







(TN1 . TN2) 
L L 
? ? ??
xEZ, gEら o, [Q]r0(M), 
企<4N凶 2g2l4N心—x2 Q=[a,b,c]は primitive,








補題 4.2.上の状況でe:= gcd(N1, N2, x), D := 4N1芯ー丑とおくと，和に現れ
た(g,[Q]ro(M), d)のなす集合と
{ ([Q]r0(M), d) Q = [Ma, b, cl, disc Q =—誓 die}
に対し， (g,[a, b, clJro(M), d) を (gcdt;,M)~[a,b, c], d)に送り， ([[Ma,b, clJro(M), d) 





H(D) := L l 
[Q]sL2(z) ,disc Q=-D 
[SL2(Z)Q: {士1}]'
h(D) :=ど 1 
[ Q]sL2 (Z) ,disc Q=-D ,Q primitive 
と定義する．
以下， M は素数pに等しいと仮定する．このときp=2,3,5, 7,13である．
定理 4.3([1], Lemma 3.2). 正整数Dに対し，
D 
HP(D) = H(D) + p・H (-)・#{h mod 2p I h2三ーDmod 4p} p2 
が成り立つ．ただし， p2JDのときはH(長）：=0と定義する．
補題 4.4.正整数D,vに対し， p2vIDなら，









定理 4.6([8],Theorem 2.1.1). TE Sym;(z)>。に対し，
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